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Géométrie aléatoire

(M, g) variété riemannienne, compacte, sans bord, de dimension n.
On choisit une sous-variété de codimension r de M “au hasard”.

Question
Que peut-on dire de sa géométrie (volume, courbure, . . .) ou de sa
topologie (nombre de composantes connexes, nombres de Betti,
caractéristique d’Euler, . . .) ?

On cherche une réponse statistique : moyenne, moments, loi, . . .
ou un comportement presque sûr.
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Polynômes de Kac

Sur C, un polynôme de degré d a d racines, génériquement simples.

Question
Combien un polynôme de Rd [X ] a-t-il de racines réelles ?

Théorème (Kac, 1943)

Soit Pd =
d∑

i=0

aiX
i où les ai sont des variables aléatoires indépendantes

identiquement distribuées (v.a.i.i.d.) gaussiennes centrées réduites. On a :

E
[
card

(
Pd
−1 (0)

)]
∼ 2
π
ln d ,

quand d → +∞.
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Préliminaire : vecteurs gaussiens
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Vecteurs gaussiens

(V , 〈· , ·〉) euclidien de dimension N,
Λ opérateur auto-adjoint et défini positif.

Définition
Une variable aléatoire X ∈ V est dite gaussienne, centrée, de variance Λ, si
sa loi admet la densité :

1

(2π)
N
2
√

det(Λ)
exp
(
−1
2
〈
Λ−1x , x

〉)
par rapport à la mesure de Lebesgue. On note X ∼ N (Λ).

Si Λ = Id on dit que X est réduite. Alors, dans une base orthonormée (ei ),
X =

∑
aiei , où les ai sont des v.a.i.i.d réelles N (1).
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Quelques propriétés des gaussiennes

Si (X ,Y ) est gaussien, alors X et Y sont indépendants si et
seulement si ils sont décorrélés.

Si X ∼ N (Λ) dans V et L : V → V ′ linéaire entre espaces euclidiens,
alors on a L(X ) ∼ N (LΛL∗).

Si (X ,Y ) est gaussien centré de variance
(
A Bt

B C

)
, alors la loi de Y

sachant que X = 0 est aussi gaussienne centrée et sa variance est :

C − BA−1Bt.
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Sous-variétés algébriques réelles aléatoires
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Zéros de polynômes dans Sn

Notations
Soit α = (α0, . . . , αn) ∈ Nn+1, on note :

|α| = α0 + · · ·+ αn,

Xα = Xα0
0 · · ·Xαn

n ,

α! = α0! · · ·αn!,

si |α| = d ,
(
d

α

)
=

d!

α!
.

P polynôme homogène de Rhom
d [X0, . . . ,Xn] : P =

∑
|α|=d

aαX
α.

P−1(0) cône de Rn+1, on s’intéresse à P−1(0) ∩ Sn.
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Polynômes de Kostlan–Shub–Smale

On considère P ∈ Rhom
d [X0, . . . ,Xn] aléatoire distribué selon la loi de

Kostlan :

P =

√
(d + n)!

πnd!

∑
|α|=d

aα

√(
d

α

)
Xα,

où les (aα)|α|=d sont des v.a.i.i.d de loi N (1).

Remarque

P ∼ N (Id) dans Rhom
d [X0, . . . ,Xn] pour le produit scalaire L2 :

〈P ,Q〉 =
1

π(d + n)!

∫
Cn+1

P(z)Q(z)e−‖z‖
2
dz .

En particulier, la loi de Kostlan est invariante sous l’action de On+1(R) par
précomposition.
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Polynômes de Kostlan–Shub–Smale

On fixe d , n et r ∈ {1, . . . , n}.

Définition
Soient P1, . . . ,Pr des polynômes de Kostlan–Shub–Smale indépendants
dans Rhom

d [X0, . . . ,Xn], on note :

Zd =
(⋂

Pi
−1 (0)

)
∩ Sn.

Lemme
Zd est presque surement une sous-variété lisse de codimension r de Sn.

Théorème (Kostlan, 1993)

Pour tout n, r et d , on a : E[Vol (Zd)] = d
r
2 Vol (Sn−r ).
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Courbes algébriques aléatoires

Courbes algébriques aléatoires de degré 56 sur la sphère,
modèle de Kostlan–Shub–Smale.

Images par Maria Nastasescu (Brown University).
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Zéros de sections aléatoires

X variété projective complexe de dimension n,
(E , hE) fibré hermitien de rang r sur X ,
(L, hL) fibré en droites hermitien positif sur X ,
ω forme de Kähler induite par la courbure de L.

On suppose X , L et E équipés de structures réelles compatibles.

RH0(X , E ⊗ Ld) espace des sections holomorphes globales de E ⊗ Ld
invariantes par conjugaison.

RH0(X , E ⊗ Ld) est muni d’un produit scalaire L2 induit par ω, hE et hL.
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Zéros de sections aléatoires

Définition
Soit sd ∈ RH0(X , E ⊗ Ld) section aléatoire de loi N (Id). On note
Zd = s−1

d (0) ∩M, où M est le lieu réel de X .

Exemple
Si X = CPn, L = O(1) et E est trivial, alors M = RPn et

RH0(X , E ⊗ Ld) =
(
Rhom
d [X0, . . . ,Xn]

)r
.

On retrouve r polynômes de Kostlan–Shub–Smale indépendants.
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Mesure aléatoire

Lemme
Pour tout d assez grand, Zd est presque surement une sous-variété lisse de
codimension r de M.

La forme de Kähler ω induit une métrique riemannienne sur M et Zd .
|dVM | mesure riemannienne sur M, |dVd | mesure riemannienne sur Zd .

Zd définit une mesure de Radon aléatoire :

∀φ ∈ C0(M), 〈Zd , φ〉 =

∫
Zd

φ |dVd | .
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Espérance et variance du volume
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Espérance du volume

Soit sd ∼ N (Id) dans RH0(X , E ⊗ Ld) et Zd le lieu des zéros réels de sd .

Théorème (L., 2014)

Pour tout φ ∈ C0(M),

E[〈Zd , φ〉] = d
r
2

(∫
M
φ |dVM |

)
Vol (Sn−r )

Vol (Sn)
+ ‖φ‖C0 O

(
d

r
2−1
)
,

où le terme d’erreur est indépendant de φ.

Corollaire (équidistribution en moyenne)
Au sens des mesures de Radon sur M,

d−
r
2E[Zd ] −−−−−→

d→+∞

Vol (Sn−r )

Vol (Sn)
|dVM | .
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Variance du volume

Théorème (L., 2016)

Si 1 6 r < n, alors pour tout φ ∈ C0(M)

Var(〈Zd , φ〉) = d r− n
2

(∫
M
φ2 |dVM |

)
In,r + o

(
d r− n

2

)
,

où In,r est explicite et 0 6 In,r < +∞.

Corollaire (concentration en probabilité)

Si 1 6 r < n, pour tout φ ∈ C0(M) on a :

P
(∣∣∣〈Zd , φ〉 − E[〈Zd , φ〉]

∣∣∣ > d
r
4

)
= O

(
d

r−n
2

)
.
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Le cas des points

Pour un polynôme de Kostlan–Shub–Smale dans S1 (n = r = 1).

Théorème (Kostlan, 1993)

E[card(Zd)] = 2
√
d .

Théorème (Dalmao, 2015)

Il existe σ2 > 0 explicite tel que :

Var(card(Zd)) ∼ σ2
√
d .

De plus,
card(Zd)− 2

√
d

σd
1
4

loi−−−−−→
d→+∞

N (1).
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Équidistribution en probabilité

Corollaire
Si 1 6 r < n, pour tout ouvert U ⊂ M,

P (Zd ∩ U = ∅) = O
(
d−

n
2

)
.

Soit φU ∈ C0(M), nulle hors de U, strictement positive sur U.
Soit ε > 0 tel que pour tout d assez grand, E[〈Zd , φU〉] > d

r
2 ε.

P (Zd ∩ U = ∅) = P (〈Zd , φU〉 = 0)

6 P
(∣∣∣〈Zd , φU〉 − E[〈Zd , φU〉]

∣∣∣ > d
r
2 ε
)

6
1

d rε2
Var(〈Zd , φU〉)

= O
(
d−

n
2

)
.
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Universalité du lieu des zéros

Théorème (Gayet–Welschinger, 2013)
Soient Σ une sous-variété fermée de codimension r de Rn et R > 0.
Il existe CΣ,R > 0 telle que, pour tout d assez grand, pour tout x ∈ M,

P
(
Zd ∩ B

(
x ,

R√
d

)
⊃ Σ′ avec

(
B

(
x ,

R√
d

)
,Σ′
)
' (Rn,Σ)

)
> CΣ,R .

De plus, CΣ,R > 0 pour R assez grand.
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Idées de preuve
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Fonction de corrélation
Un polynôme de Kostlan–Shub–Smale, P ∈ Rhom

d [X0, . . . ,Xn], définit un
processus gaussien centré (P(x))x∈Sn .

Il est caractérisé par sa fonction de corrélation ed : (x , y) 7→ E[P(x)P(y)].

Remarque

En dérivant sous l’intégrale, ∂ed∂xi
(x , y) = E

[
∂P
∂xi

(x)P(y)
]
.

E[P(x)P(y)] =
(d + n)!

πnd!

∑
|α|=d=|β|

E[aαaβ]

√(
d

α

)√(
d

β

)
xαyβ

=
(d + n)!

πnd!

∑
|α|=d

(
d

α

)
xαyα

=
(d + n)!

πnd!
(〈x , y〉)d .
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Limite d’échelle du noyau de Bergman
Dans le cas général, la fonction de corrélation ed est le noyau de Bergman
de E ⊗ Ld .

On a une limite d’échelle universelle pour ed (Dai–Liu–Ma, 2006) :

ed(x , y) ' dn

πn
exp
(
−d

2
‖x − y‖2

)
,

dès que D(x , y) 6 K ln d√
d
.

Théorème (Ma–Marinescu, 2015)
Il existe C > 0 tel que, pour tout k ∈ N,

‖ed(x , y)‖Ck = O
(
dn+ k

2 exp
(
−C
√
dD(x , y)

))
,

quand d → +∞, uniformément en (x , y).
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Une heuristique pour le volume moyen

Le noyau de Bergman fait apparaître une échelle caractéristique 1√
d
.

On découpe M en boîtes de taille 1√
d
:

' Vol (M) d
n
2 boîtes.

Les boîtes sont indépendantes, et il se passe la même chose dans chacune :
même proba que Zd ait une géométrie donnée dans cette boîte.

Composantes de taille 1√
d
, donc volume de l’ordre de

( 1
d

) n−r
2 .

Finalement Vol (Zd) est proportionnel à Vol (M) d
r
2 .

Thomas Letendre Volume de sous-variétés aléatoires Chambéry – 19/01/17 25 / 33



Une heuristique pour le volume moyen

Le noyau de Bergman fait apparaître une échelle caractéristique 1√
d
.

On découpe M en boîtes de taille 1√
d
:

' Vol (M) d
n
2 boîtes.

Les boîtes sont indépendantes, et il se passe la même chose dans chacune :
même proba que Zd ait une géométrie donnée dans cette boîte.

Composantes de taille 1√
d
, donc volume de l’ordre de

( 1
d

) n−r
2 .

Finalement Vol (Zd) est proportionnel à Vol (M) d
r
2 .

Thomas Letendre Volume de sous-variétés aléatoires Chambéry – 19/01/17 25 / 33



Formule de Kac–Rice

On se place dans le cas des hypersurfaces (r = 1) pour un polynôme de
Kosltan–Shub–Smale.

Formule de Kac-Rice
Pour tout φ ∈ C0(Sn), on a :

E
[∫

Zd

φ |dVd |
]

=
1√
2π

∫
x∈Sn

φ(x)
E
[
‖dxP‖

∣∣∣P(x) = 0
]

√
ed(x , x)

|dVSn | .

Dans le cas général, x 7→ ed(x , x) ne s’annule pas pour d assez grand, et
on a une formule similaire.
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Asymptotique de l’espérance

(P(x), dxP) est un vecteur gaussien centré de variance

Λ =


ed(x , x) ∂y1ed(x , x) · · · ∂yned(x , x)
∂x1ed(x , x) ∂x1∂y1ed(x , x) · · · ∂x1∂yned(x , x)

...
...

. . .
...

∂xned(x , x) ∂xn∂y1ed(x , x) · · · ∂xn∂yned(x , x)

 .

La loi conditionnelle de dxP sachant P(x) = 0 est une gaussienne centrée.
Sa variance s’obtient à partir de Λ.

E
[
‖dxP‖

∣∣∣P(x) = 0
]

√
ed(x , x)

ne dépend que de ed et ses dérivées en (x , x).

On connait les asymptotiques de ces quantités et elles sont universelles.
(Résultats de : Tian, Zelditch, Catlin, Dai–Liu–Ma.)
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Expression de la variance

Var(〈Zd , φ〉) = E
[
〈Zd , φ〉2

]
− E[〈Zd , φ〉]2

= E
[∫

x ,y∈Zd

φ(x)φ(y) |dVd |2
]
− E

[∫
x∈Zd

φ(x) |dVd |
]2

.

Par des formules de Kac–Rice on obtient :

Var(〈Zd , φ〉) =

∫
x ,y∈Sn

φ(x)φ(y)Dd(x , y) |dVSn |2 ,

où la densité Dd(x , y) ne dépend que de ed et de ses dérivées en (x , x),
(x , y), (y , x) et (y , y).
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Comportement de la densité

À longue distance

Pour K > 0 bien choisi, on a Dd(x , y) = O
(
d r− n

2−1
)
uniformément sur :{

(x , y) ∈ Sn × Sn
∣∣∣∣ D(x , y) > K

ln d√
d

}
.

À courte distance

Sur
{

(x , y) ∈ Sn × Sn
∣∣∣ D(x , y) < K ln d√

d

}
, on a une limite d’échelle

universelle :

Dd

(
x , x +

z√
d

)
' d rD(‖z‖),

où ‖z‖ < K ln d dans la carte exponentielle en x .
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Asymptotique de la variance

Var(〈Zd , φ〉) '
∫
x∈Sn

∫
y∈B(x ,K ln d√

d
)
φ(x)φ(y)Dd(x , y) |dVSn |2

' d−
n
2

∫
x∈Sn

(∫
‖z‖<K ln d

φ(x)φ
(
x + z√

d

)
Dd

(
x , x + z√

d

)
dz

)
|dVSn |

' d r− n
2

(∫
x∈Sn

φ(x)2 |dVSn |
)(∫

Rn

D(z) dz
)
.
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Équidistribution presque sure

On considère une suite aléatoire de polynômes de degrés croissants :

(Pd)d∈N∗ ∈
∏
d∈N∗

Rhom
d [X0, . . . ,Xn],

distribuée selon la loi dν, produit des lois de Kostlan.

Corollaire
Si n > 3, alors dν-presque surement on a :

∀φ ∈ C0(Sn),
1√
d
〈ZPd

, φ〉 −−−−−→
d→+∞

Vol
(
Sn−1)

Vol (Sn)

∫
Sn
φ.
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Équidistribution presque sure

Soit φ ∈ C0(Sn), on a :

E

∑
d>1

(
1√
d

(〈ZPd
, φ〉 − E[〈Zd , φ〉])

)2
 =

∑
d>1

1
d
Var(〈Zd , φ〉) < +∞,

car Var(〈Zd , φ〉) = O
(
d1− 3

2

)
. Donc dν-p.s.

∑
d>1

(
1√
d

(〈ZPd
, φ〉 − E[〈Zd , φ〉])

)2

< +∞,

et
1√
d
〈ZPd

, φ〉 dν−p.s.−−−−−→
d→+∞

Vol
(
Sn−1)

Vol (Sn)

∫
Sn
φ.

On conclut par séparabilité de C0(Sn).
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The end

Merci de votre attention.
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