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Géométrie aléatoire

(M, g) variété riemannienne, compacte, sans bord, de dimension n.
On choisit une sous-variété de codimension r de M “au hasard".

Question

Que peut-on dire de sa géométrie (volume, courbure, ...) ou de sa
topologie (nombre de composantes connexes, nombres de Betti,
caractéristique d'Euler, ...)?

On cherche une réponse statistique : moyenne, moments, loi, ...
ou un comportement presque sir.
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Polynémes de Kac

Sur C, un polynéme de degré d a d racines, génériquement simples.
Question

Combien un polynéme de R4[X] a-t-il de racines réelles? J
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Polynémes de Kac

Sur C, un polynéme de degré d a d racines, génériquement simples.

Question

Combien un polynéme de R4[X] a-t-il de racines réelles?

Théoréme (Kac, 1943)
d

Soit Py = Z a;iX" ou les a; sont des variables aléatoires indépendantes
i=0
identiquement distribuées (v.a.i.i.d.) gaussiennes centrées réduites. On a :

E[card (P, (0)] ~ 2 Ind,

quand d — +oo.
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Préliminaire : vecteurs gaussiens
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Vecteurs gaussiens

(V,(-,-)) euclidien de dimension N,
A opérateur auto-adjoint et défini positif.

Définition
Une variable aléatoire X € V est dite gaussienne, centrée, de variance A, si
sa loi admet la densité :

m exp (—% </\—1x,x>>

par rapport a la mesure de Lebesgue. On note X ~ N(A).

Si A = Id on dit que X est réduite. Alors, dans une base orthonormée (e;),
X =3 aje;, ou les a; sont des v.a.i.i.d réelles A/(1).
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Quelques propriétés des gaussiennes

@ Si (X, Y) est gaussien, alors X et Y sont indépendants si et
seulement si ils sont décorrélés.

@ Si X ~N(A)dans Vet L:V — V’ linéaire entre espaces euclidiens,
alors on a L(X) ~ N(LAL").

t
@ Si (X, Y) est gaussien centré de variance <2 BC> alors la loi de Y

sachant que X = 0 est aussi gaussienne centrée et sa variance est :

C — BA 1Bt
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Sous-variétés algébriques réelles aléatoires
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Zéros de polynémes dans S"

Notations

Soit a = (aoa DK aan) S Nn+1, on note :

0|a|:a0+..-+an, o al =ag!---ap,!,
N CAN:

° X% = XZ0... X, e si|al =d, ==

P polynéme homogene de Rf°™[ X, ..., X,] : P = Z an X,
|a|=d
P~1(0) cone de R, on s'intéresse a P~1(0) N'S".
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Polynémes de Kostlan-Shub—Smale

On considére P € RIP™[Xy, ..

., Xn] aléatoire distribué selon la loi de
Kostlan :

~_ (d+n)! d\ ..
Pyt 2 2 (o)X
|a|=d
ou les (a4 )ja|=q sont des v.a.i.i.d de loi N(1).
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Polynémes de Kostlan—Shub—Smale

On considére P € RI°™M[Xy, ..., X,] aléatoire distribué selon la loi de
Kostlan :
(d+ n)! d
P = o on’
V" 7 §|_:da a

ol les (aq)jq|=a sont des v.a.i.i.d de loi N(1).

Remarque

P ~ N (Id) dans RI™[Xo, ..., X,] pour le produit scalaire L? :

_ 1 Ao e 2P 4z
<P’Q>_7r(d+n)!/(cn+1p( )Q(z) dz.

En particulier, la loi de Kostlan est invariante sous I'action de Op4+1(R) par
précomposition.
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Polynémes de Kostlan-Shub—Smale
Onfixed, netre{l,...,n}.
Définition

Soient Pi, ..., P, des polynémes de Kostlan—Shub—Smale indépendants
dans RT”‘[XO, ..., Xn], on note :

Zy = (ﬂ p; 1 (0)) ns.

Lemme

Zy est presque surement une sous-variété lisse de codimension r de S".
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Polynémes de Kostlan-Shub—Smale
Onfixed, netre{l,...,n}.
Définition

Soient Pi, ..., P, des polynémes de Kostlan—Shub—Smale indépendants
dans RT”‘[XO, ..., Xn], on note :

Zy = (ﬂ p; 1 (0)) ns.

Lemme

Zy est presque surement une sous-variété lisse de codimension r de S".

Théoréme (Kostlan, 1993)
Pour tout n,r et d, on a : E[Vol (Z4)] = dz Vol (S").
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Courbes algébriques aléatoires

Courbes algébriques aléatoires de degré 56 sur la sphére,
modéle de Kostlan—-Shub—Smale.

Images par Maria Nastasescu (Brown University).
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Zéros de sections aléatoires

X variété projective complexe de dimension n,
(&, he) fibré hermitien de rang r sur X,

(L, h) fibré en droites hermitien positif sur X,
w forme de Kahler induite par la courbure de L.

On suppose X, L et £ équipés de structures réelles compatibles.

RHO(X,E ® L) espace des sections holomorphes globales de £ ® £9
invariantes par conjugaison.

RHO(X,E @ L£9) est muni d'un produit scalaire L2 induit par w, he et hg.
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Zéros de sections aléatoires

Définition
Soit sy € RHO(X, € @ L£9) section aléatoire de loi A/(Id). On note
Zg=s;1(0) N M, ot M est le lieu réel de X.

Exemple
Si X =CP", L= 0(1) et € est trivial, alors M = RP" et

r

RHO(X, € ® £9) = (R*;ﬁm [Xo. ... ,xn])

On retrouve r polynémes de Kostlan—-Shub—Smale indépendants.
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Mesure aléatoire

Lemme

Pour tout d assez grand, Z, est presque surement une sous-variété lisse de
codimension r de M.
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Mesure aléatoire

Lemme

Pour tout d assez grand, Zy est presque surement une sous-variété lisse de
codimension r de M.

La forme de Kahler w induit une métrique riemannienne sur M et Zy.
|d V| mesure riemannienne sur M, |dV,| mesure riemannienne sur Zy.

Zy définit une mesure de Radon aléatoire :

Yo € CO(M), (Zy,0) / ¢ |dVy|.

Thomas Letendre Volume de sous-variétés aléatoires Chambéry — 19/01/17 15 / 33



Espérance et variance du volume
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Espérance du volume

Soit sy ~ N(Id) dans RHO(X, € @ L) et Z, le lieu des zéros réels de sy.
Théoréme (L., 2014)
Pour tout ¢ € C°(M),

Bl(Zs. o)1 = at ([ oldvul) g +I6lls O(57Y).

ou le terme d’erreur est indépendant de ¢.
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Espérance du volume

Soit sy ~ N(Id) dans RHO(X, € @ L) et Z, le lieu des zéros réels de sy.
Théoréme (L., 2014)
Pour tout ¢ € C°(M),

Bl(Zs. o)1 = at ([ oldvul) g +I6lls O(57Y).

ou le terme d’erreur est indépendant de ¢.

Corollaire (équidistribution en moyenne)

Au sens des mesures de Radon sur M,

Vol (")
d—+o0o Vol (S")

d 2E[Z,] V| .
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Variance du volume

Théoreme (L., 2016)
Si1 < r < n, alors pour tout ¢ € CO(M)

Var((Zy,¢)) = d""2 (/M ¢? |d VMI) Toy + o(d"g) :

ou I, . est explicite et 0 < Z, , < +00.
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Variance du volume

Théoréme (L., 2016)
Si1 < r < n, alors pour tout ¢ € CO(M)

Var((Zy,¢)) = d""2 (/M ¢? |d VMI) Toy + o(d"g) :

ou I, . est explicite et 0 < Z, , < +00.

Corollaire (concentration en probabilité)

Si1< r < n, pour tout ¢ € CO(M) on a :

P([(Zs,8) —EZ4,0)]| > d7) = 0(d=").
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Le cas des points

Pour un polynéme de Kostlan—Shub—Smale dans S! (n = r = 1).

Théoréme (Kostlan, 1993)
E[card(Zy)] = 2Vd.

Théoréme (Dalmao, 2015)

Il existe 0% > 0 explicite tel que

Var(card(Zy)) ~ o?Vd.

De plus,

card(Zg) —2vVd  joi s N(1).

1 4
oda d——+o0
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Equidistribution en probabilité
Corollaire

Si1 < r < n, pour tout ouvert U C M,

P(Zgn U =) = O(d‘§>
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Equidistribution en probabilité

Corollaire
Si1 < r < n, pour tout ouvert U C M,

P(ZsN U =0) = o(d—%) .

Soit ¢y € C°(M), nulle hors de U, strictement positive sur U.
Soit € > 0 tel que pour tout d assez grand, E[(Zy, 6y)] > dze.

P(Z;NnU=0)=P(((Zy4,puy) =0)
Zda

(‘ du) —E[{Zd, du) ]‘ > d25)

1
< gra Var((Zq , u))

-ofa).
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Universalité du lieu des zéros

Théoréme (Gayet—Welschinger, 2013)

Soient ¥ une sous-variété fermée de codimension r de R" et R > 0.
Il existe Cs g > 0 telle que, pour tout d assez grand, pour tout x € M,

P (zd nB (x, %) S5 ¥/ avec (B <x, %) ,z’> ~ (R”,Z)) > CGr g

De plus, Cs g > 0 pour R assez grand.
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|dées de preuve
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Fonction de corrélation

Un polynéme de Kostlan-Shub-Smale, P € RI°™[XG, ..., X,], définit un
processus gaussien centré (P(x))xesn.

Il est caractérisé par sa fonction de corrélation ey : (x,y) — E[P(x)P(y)].

Remarque

En dérivant sous l'intégrale, g—i‘j(x,y) =E [g—Z(x)P(y)].
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Fonction de corrélation

Un polynéme de Kostlan-Shub—Smale, P € R'fm[Xo, .

Xpn], définit un
processus gaussien centré (P(x))xesn.

Il est caractérisé par sa fonction de corrélation ey : (x,y) — E[P(x)P(y)].

Remarque

En dérivant sous |'intégrale, g—ij(x,y) =E [g—Z(x)P(y)]. }

BPCPK) = Y By (1) (]
lor|=d=|B]|
d + n)!
- ( 7r”d!) I%:d (oz)x v

=R .

Thomas Letendre
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Limite d'échelle du noyau de Bergman

Dans le cas général, la fonction de corrélation ey est le noyau de Bergman
de &€ L.

On a une limite d’échelle universelle pour e4 (Dai-Liu—Ma, 2006) :

d" d
esly) = Lo (-5 Ix-1?).

Q

dés que D(x,y) < K0

o

Théoréme (Ma—-Marinescu, 2015)
Il existe C > 0 tel que, pour tout k € N,

leatx: ¥)llee = O(d™3 exp (~CVdD(x,¥)) )

quand d — 400, uniformément en (x,y).
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Une heuristique pour le volume moyen

Le noyau de Bergman fait apparaitre une échelle caractéristique \/LE.

P N e 1.
On découpe M en boites de taille 77

~ Vol (M) d? boites.

Les boites sont indépendantes, et il se passe la méme chose dans chacune :
méme proba que Zy ait une géométrie donnée dans cette boite.
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Une heuristique pour le volume moyen

1

Le noyau de Bergman fait apparaitre une échelle caractéristique NCE

: N Mo 1.
On découpe M en boites de taille 73
~ Vol (M) d? boites.

Les boites sont indépendantes, et il se passe la méme chose dans chacune :
méme proba que Zy ait une géométrie donnée dans cette boite.

n—r

; 1 ' 1\ 77
Composantes de taille L donc volume de |'ordre de (3) )

Finalement Vol (Z4) est proportionnel a Vol (M) dz.
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Formule de Kac—Rice

On se place dans le cas des hypersurfaces (r = 1) pour un polynéme de
Kosltan—-Shub—Smale.

Formule de Kac-Rice
Pour tout ¢ € C°(S"), on a :

o[ ] - [ oo o

Dans le cas général, x — e4(x, x) ne s'annule pas pour d assez grand, et
on a une formule similaire.
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Asymptotique de |'espérance

(P(x), dxP) est un vecteur gaussien centré de variance

edq(x, x) Oy, ed(x, x) . Oy, ed(x, x)
A Ox €d(x,x) 0x 0y eq(x,x) -+ 0x0y,eq(x,x)
Oxped(Xx,x)  Ox,0yp €d(x,x) -+ Ox,0y,ed4(x,x)

La loi conditionnelle de dy P sachant P(x) = 0 est une gaussienne centrée.
Sa variance s'obtient a partir de A.
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Asymptotique de |'espérance

(P(x), dxP) est un vecteur gaussien centré de variance

eq(x, x) Oy ed(x,x) -+ Oy,eq(x,x)
A Ox €d(x,x) 0x 0y eq(x,x) -+ 0x0y,eq(x,x)
Ox,€d(X,x) 0x,0y,€4(x,x) -+ Ox,0y,ed(x,x)

La loi conditionnelle de dy P sachant P(x) = 0 est une gaussienne centrée.
Sa variance s'obtient a partir de A.

E[ldPll | P(x) = 0]

Vv edq(x, x)

On connait les asymptotiques de ces quantités et elles sont universelles.
(Résultats de : Tian, Zelditch, Catlin, Dai-Liu-Ma.)

ne dépend que de ey et ses dérivées en (x, x).
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Expression de la variance

Var({Z4,¢))

E|[(Za,6)]| —E[(Zs, o)

| o9 ava| | [ RCr vd|]2 .

Par des formules de Kac—Rice on obtient :

Var(Zy, 6)) = / $(x)6(y)Da(x, y) [dVar

x,y€Sn

ou la densité Dy(x, y) ne dépend que de e4 et de ses dérivées en (x, x),
() (v, x) et (v, ).

Thomas Letendre Volume de sous-variétés aléatoires Chambéry — 19/01/17 28 / 33



Comportement de la densité

A longue distance

Pour K > 0 bien choisi, on a Dy(x,y) = O(d’_g_1> uniformément sur :

{(X,y) €8" x §"

D(x,y) > KInTZ}

A courte distance

Sur {(x,y) €S"xS"

universelle :

D(x,y) < K'”TZ}, on a une limite d'échelle

Dy (X,x+ Td) ~ d'D(|]),

ou ||z]| < K'Ind dans la carte exponentielle en x.
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Asymptotique de la variance

Var((Zy . 6)) =~ / / 6()0(y)Dalx. y) [dVir
xesn yEB(x,K%)

~d3 /XGSH (/HZ”<KM $(x)0 (x n ﬁ) Dy (x,x + ﬁ) dz) 1d Var|

~dr3 ( [ o0° |den|) ( /R n D(z)dz).
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Equidistribution presque sure

On considére une suite aléatoire de polynémes de degrés croissants :

(Pa)aen- € ] RE™[Xo, .- -, Xal,
deN*

distribuée selon la loi dv, produit des lois de Kostlan.

Corollaire

Si n > 3, alors dv-presque surement on a :

Sy 1 _ Vol (s"1)
i € CHET), Vd (Zpy»9) d—+oo Vol (SN) /n 2
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Equidistribution presque sure

Soit ¢ € C°(S"), on a :

1 ? 1
E {Z <ﬁ ((Zp, , d) — E[(Zd,@])) ] =Y 5 Var({Za,9)) < +oo,

d>1 d>1

car Var((Z4,9)) = O(dl_%>. Donc dv-p.s.

d>1 (

1 > dv—p.s. Vol (Sn_l) /n¢

2
(Zpy ) E[<zd,¢>1>) < 40,

Q-

et

ﬁgp"’gﬁ d—+oo Vol (S7)

On conclut par séparabilité de CO(S").
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The end

Merci de votre attention.
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